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spruchsfreie Resultate. Aus dieser Uberlegung
erkennt man, dafB die iibliche Forderung der Kor-
respondenz zwischen Quantentheorie und klassi-
scher Theorie sicher nicht ausreicht, um den
quantentheoretischen Formalismus festzulegen.

Noch offenbarer ist die Mehrdeutigkeit des
iiblichen Formalismus in der Theorie des Yu-
kawa-Feldes. Man kann hier entweder die Tat-
sache anerkennen, dafl die Kupplung zwischen
dem Yukawa-Feld und den schweren Teilchen
stark ist®, wenn die Kernkrifte durch das
Yukawa-Feld erklart werden sollen, oder man
kann ein Subtraktionsverfahren anwenden, um
die Glieder starker Kupplung zu beseitigen. Die
beiden Moglichkeiten fithren zu ganz verschie-
denen 7n-Matrizen und daher auch zu ganz ver-
schiedenen physikalischen Ergebnissen. Es diirfte
einstweilen schwierig sein, zu entscheiden, welche
Annahme den Experimenten besser entspricht.
Vielleicht werden die qualitativen Ziige beider
Theorien in der spéiteren Theorie eine Rolle
spielen.

19 G. Wentzel, l.c.2
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¢) Zum SchluB wollen wir versuchen, die Be-
dingungen zusammenfassend zu formulieren, die
eine Theorie der Elementarteilchen erfiillen muf:
Eine solche Theorie mull zu einer relativistisch
invarianten unitdren Matrix S fiihren, die das
asymptotische Verhalten der Wellen und die sta-
tiondren Zustdnde in der iiblichen Weise be-
stimmt. Der Formalismus, der S festlegt, muf in
der Grenze, in der die universelle Linge von der
GroBenordnung 10—13 cm als klein angesehen
werden kann, in den iiblichen Formalismus mit
einer Hamiltonschen "Funktion iibergehen.
Aber auch abgesehen von diesem Grenzfall, mufl
der neue Formalismus dem friiheren insofern &hn-
lich sein, als er eine Funktion S .ergeben muf, die
in derselben Weise ,,glatt ist wie die aus ge-
wohnlichen Hamilton-Funktionen bestimm-
ten S-Funktionen. Der richtige Formalismus liegt
also wahrscheinlich irgendwo in der Mitte zwi-
schen einem Formalismus der Art (42) wund
einem Schema, bei dem einfach die Matrix = ge-
geben wird.

Zur Theorie des Elektrons

Von WALTER WESSEL, GrAz 1

(Z. Naturforschg. 1, 622—636 [1946]; eingegangen am 13. Juli 1946)

n dem Bestreben, die Reaktionskraft der Strah-

lung auf ein bewegtes, geladenes Teilchen in die
Quantenmechanik einzubauen und so vielleicht
den Schwierigkeiten der Quantenelektrodynamik
zu entgehen, wurde der Verf. schon vor lingerer
Zeit? auf sehr merkwiirdige Zusammenhinge zwi-
schen Strahlungskraft und Spin gefiihrt, die zu-
nichst allen Deutungsversuchen widerstanden.
Nach verschiedenen Bemiihungen, der Sache von
der klassischen® oder der quantentheoretischen*
Seite nahezukommen, liel sich zuletzt das Pro-
blem in ‘eine klarere Form bringen durch die
Fragestellung?® ob und welche Vertauschungs-
relationen mit einem die Strahlungskraft enthal-
tenden System von Bewegungsgleichungen eines
Elektrons vereinbar wiren. Folgendes wurde er-
reicht:

t z. Zt. in Heidelberg.
? W.Wessel, Z. Physik 92, 407 [1934].
3 W.Wessel, Z. Physik 110, 625 [1938].

1. Man kann durch einen Kunstgriff von unge:
zwungener Einfachheit die von der bewegten
Ladung ausgestrahlte Energie in der Ruhmasse
mitzdhlen. Das System wird dann konservativ,
und es lassen sich kanonische Impulse einfiihren.
Wegen des Einflusses der Strahlungsreaktion
wird der kanonische Impuls nicht nur Funktion
der Geschwindigkeit, sondern auch der Beschleu-
nigung. Impuls und Geschwindigkeit werden da-
durch unabhiingige Verinderliche. Diese Unab-
héngigkeit ist eine der wesentlichsten Eigentiim-
lichkeiten der D ir a cschen Spintheorie.

2. Die Hamilton sche Funktion nimmt genau
die Diracsche Form an. Das ist moglich, weil
darin auch bei Dirac nur Koordinaten, Impulse
und Geschwindigkeiten, dagegen keine Spinopera-
toren auftreten. Da die Ruhmasse wegen der darin
mitgezihlten Strahlungsenergie zeitverdnderlich

* W.Wessel, Naturwiss. 30, 606 [1942].
5 W.Wessel, Ann. Physik (5) 43, 565 [1943].
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ZUR THEORIE DES ELEKTRONS

wird, 146t sich einsehen, warum ihr bei Dirac
ein eigener Operator zugeordnet ist.

8. Sucht man Vertauschungsrelationen einzu-
fithren, die mit den Bewegungsgleichungen ver-
traglich sind, so wird man zu der Folgerung ge-
fiihrt, daB die Quadrale der Geschwindigkeitskom-
ponenten gleich dem Quadrat der Lichtgeschwin-
digkeit sein miissen. Das ist wieder ein Charakte-
ristikum der Diracschen Theorie.

SchlieBlich bleiben nur noch die Vertauschungs-
relationen der Geschwindigkeitskomponenten
untereinander iibrig. Diese kdénnen bei uns nicht
so-einfach herauskommen wie bei Dirac, denn
sonst wiirden sich die Theorien iiberhaupt nicht
mehr unterscheiden. In der Tat tritt hier, aber
auch erst hier, der grofle Unterschied zutage, der
zwischen Spin und Strahlungskraft kinematisch
(periodische-aperiodische Storung) und dynamisch
(GroBenordnung der Termstorungen im Verhélt-
nis der Feinstrukturkonstanten) besteht. Dennoch
wurden auch diese Relationen niherungsweise und
dem Sinne nach erhalten; sie waren jedoch in der
letzten Fassung unserer Theorie noch unter sich
widerspruchsvoll.

Die Behebung dieser Schwierigkeit ist der
Hauptgegensiand der vorliegenden Arbeit. Sie ge-
lingt im Rahmen einer klassischen Theorie, in der
Poisson-Klammern an Stelle der Vertauschungs-
relationen treten. Dabei ergeben sich nun auch
Gesichtspunkte zur Deutung der ganzen Erschei-
nung.

1. Das Moment als selbstindige
Variable

Schon am Schlusse der vorigen Mitteilung
wurde angedeutet, dafl die Losung in der Einfiih-
rung weiterer Variabler zu suchen sei. Hierfiir
spricht auBler ad hoc zu findenden auch ein iiber-
geordneter physikalischer Gesichtspunkt. Der
bisher von uns benutzte Ausdruck fiir die Reak-
tionskraft der Strahlung, der zeitliche Ableitun-
gen bis zur dritten enthielt, gilt nur fiir ein streng
punktformiges Elektron6. Die Entwicklung der
Quantenelektrodynamik fiihrt aber immer wieder
auf die alte Notwendigkeit zuriick, dem Elektron
in irgendeinem Sinne die Qualitdt einer rdum-
lichen Ausdehnung zu geben; der ,,Elektronen-
radius“ e*/me® ist die Grenze, an der auch die

¢ P.A.M.Dirac, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A,
167, 148 [1938].
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neueren Entwicklungen aufgehalten werden. Be-
rechnet man nun fiir eine im gew6hnlichen Sinne
raumlich ausgebreitete Ladung die Reaktions-
kraft’, so findet man eine in héheren Ableitungen

- der Koordinaten nach der Zeit fortschreitende
‘Reihe. Es wiire also durchaus verstindlich, wenn

die Strahlungskraft auch fiir ein in einem abstrak-
teren Sinne endlich ausgedehntes Teilchen noch
héhere Ableitungen, vielleicht in endlicher An-
zahl, enthielte. Hohere Ableitungen iibersetzen
sich aber beim Abbau der Bewegungsgleichung
immer in neue Variable.

Diese Variablen werden sich aus Kovarianz-
griinden immer zu den Komponenten eines Vek-
tors oder Tensors zusammenschliefen, der dann als
neue physikalische Eigenschaft des Teilchens in
Erscheinung tritt. Damit er6ffnet sich die Moglich-
keit, das Moment des Elektrons als Aquivalent fir
seine endliche Ausdehnung aufzufassen. Man
nehme ndmlich einmal an, seine Bewegungsglei-
chung sei nicht dritter, wie beim punktférmigen
Teilchen, sondern fiinfter Ordnung. Beim Abbau
in ein System von Gleichungen erster Ordnung
erhilt man 5+3 =15, unter Einbeziehung der im
oben angedeuteten Sinne verdnderlichen Ruhmasse
16 Bestimmungsstiicke. Davon sind 3 Koordinaten,
weitere 3 Geschwindigkeitskomponenten, und 4
bilden den Energie-Impuls-Vierervektor, der die
Masse mithestimmt. Danach bleiben noch 6 iibrig,
und das ist gerade die Komponentenzahl eines
antisymmetrischen Tensors. Eine Differential-
gleichung vierter Ordnung hitte auf 13 Variable,
also aufler den vorhandenen auf 3 neue, gefiihrt.
Hierfiir ergibe sich keine bekannte Deutung, denn
der mechanische Drall mull entweder zu einem
Vierer- oder Sechservektor erginzt werden®. Wir
werden also einmal versuchen, das magnetische
Moment des Elektrons (wir meinen damit immer
den entsprechenden Sechservektor) als neue Va-
riable einzufiihren.

Die Diracsche Theorie kennt auller dem
Moment noch eine Reihe von weiteren Variablen,
deren Operatoren alle aus den bisher von uns be-
nutzten, der Geschwindigkeit und dem Massen-
gliede, durch Aufmultiplizieren entstehen. Es sind
insgesamt 16 linear unabhéngige Operatoren —

7 Siehe z. B. H. A. Lorentz, Enzykl. mathem.
Wissensch. V.2. Beitrag 14. Ziff. I1I, oder mit neueren
Hilfsmitteln: F. Bopp, Z. Naturforschg. 1, 53 [1946].

8 LHThomas, Philos. Mag. J. Sci. (7) 3, 1
[1927].
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ihre Zahl stimmt nur zufillig mit der oben vor-
kommenden iiberein —, denen der Vierervektor j,
der Strom-Ladungsdichte, ein zweiter Vierervek-
tor k;, dessen drei rdumliche Komponenten den
Spin bilden, der Sechservektor M,, des magneli-
schen und elektrischen Momentes und zwei Invari-
anten entsprechen. Wenn man aufler den vier Ele-
menten, aus denen sich die iibrigen aufbauen, noch
weitereindieklassische Theorieiibernimmt, scheint
es unabweisbar, alle darin aufzunehmen. Das wird
auch ganz von selbst geschehen, aber die Varia-
blenzahl erhsht sich damit micht entsprechend.
Denn physikalische Bedeutung haben ja nicht die
Operatoren — so wenig wie etwa der Nabla-Opera-
tor in der gewohnlichen Wellenmechanik —, son-
dern die damit zu bildenden Matrizen oder Dichte-
funktionen, also beispielsweise nicht der Trans-
formationsoperator (vierzeilige Einsermatrix) «,
der Geschwindigkeit, sondern seine (unendliche)
Matrix (a,),,, in einer geeigneten Darstellung
oder die Stromdichte

"P*al Y= "l’l* Y, + "/"2::5 v, + "/}a* Yo + W4* 2%

und zwischen diesen Griéllen besteht noch eine
Reihe von algebraischen Beziehungen. Sie wurden
teilweise schon von D ar win® entdeckt; eine ver-
vollstdndigte, iibersichtliche Zusammenstellung
verdankt man Laporte und Uhlenbeck?.
Es ergibt sich: die zwei Invarianten sind durch
" die beiden Invarianten des antisymmetrischen Mo-
mententensors bestimmt; der Vierervektor k ist
durch den Momententensor und den Vektor j mit-
bestimmt, und dessen Quadrat fiihrt wieder auf
die Invarianten. Das sind 7 kovariante Beziehun-
gen, durch die sich die Zahl der Unabh#ngigen
von 16 auf 9 vermindert. Wir werden deshalb den
zeitartigen Vektor j durch Division mit seinem Be-
trage auf einen Vektor u = j/|jl von der Natur
einer Vierergeschwindigkeit mit drei nunmehr un-
abhidngigen Komponenten reduzieren; dieser in
Verbindung mit dem sechskomponentigen Mo-
mententensor ergibt dann gerade 9 unabhingige
Bestimmungsstiicke. Dariiber hinauszugehen be-
steht einstweilen kein Anlafl. Man kann sich ja
wohl versprechen — dieser Gedanke war schon
immer mitbestimmend beim Versuche dieser gan-
zen Theorie —, dall sich mit einem so umfang-

® C.G.Darwin, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A,
120, 621 [1928].
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reichen Apparate einiges mehr als nur das reine
Spinphédnomen sollte beschreiben lassen.

Die Vektoren j und k stehen senkrecht aufein-
ander und sind vom gleichen Betrage. Da j zeit-
artig ist, wird k raumartig, und wenn wir u = js|j|
als eine Unterlichtgeschwindigkeit auffassen, wird
U=1UFk/|k| eine Uberlichtgeschwindigkeit. Als
solche sollte sie keine physikalische Bedeutung
haben, und in der Tat ist sie nur eine reine
Rechengrile, da ja k durch die anderen Variablen
mitbestimmt ist. Es dient aber der Vereinfachung
der Gleichungen, wenn man sie mitfiihrt. Aus

k=0 (1.1)
folgt, wenn man von den Vierervektoren u; und U,
zu den gewohnlichen Geschwindigkeiten b und 8
iibergeht — die Umrechnung folgt in Abschn. 3 —,

PV =¢?

(¢ = Lichtgeschwindigkeit). Wenn b und ¥ gleich-
gerichtet sind, verhalten sie sich also wie die
Phasengeschwindigkeit der Schrodinger-Wel-
len zur Gruppengeschwindigkeit der Teilchen. Wir
werden b als die Geschwindigkeit im gewohn-
lichen Sinne betrachten und 8 als die zugeordnete
Geschwindigkeit bezeichnen.

(1.2)

2. Grundsidtze und Annahmen zum
Aufbau der Theorie

Es handelt sich nun darum, die richtigen Be-
wegungsgleichungen fiir die neueingefiihrten Mo-
mentkomponenten zu finden und die Gleichungen
fiir die Geschwindigkeit so zu verbessern, daf} die
am Schlusse der vorangehenden Arbeit auftretende
Symmetrieschwierigkeit vermieden wird. Der Ge-
sichtspunkt ist dabei immer dieser: urspriingliche
Bedeutung haben nur die Koordinaten und ihre
zeitlichen Ableitungen, Geschwindigkeit, Beschleu-
nigung, Anderung der Beschleunigung usw. Ins-
besondere héingt die Strahlungskraft nur hiervon
ab. Alle iibrigen Variablen: Impulse, Momente
und Invarianten, stehen nur als Vertreter dieser
Ableitungen zum Zwecke der Einfiihrung von
Vertauschungsrelationen. Ihre Bewegungsglei-
chungen miissen also so bestimmt werden, dafs
durch ihre Elimination die Bewegungsgleichung

0 0.Laporte uu G.E.Uhlenbeck, Physic.
Rev. 37, 1380 u. 1552 [1931].
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des Teilchens unter dem Einflusse der Strahlungs-
kraft entsteht'.

Dies Problem ist freilich noch wenig definiert.
Erstens kennt man aus Versuchen die Strahlungs-
ddampfung hochstens mit derjenigen Genauigkeit,
wie sie dem Ersatz des Elektrons durch ein punkt-
formiges Teilchen entspricht, und es wird ge-
niigen, wenn die verallgemeinerte Strahlungskraft
in erster Niaherung damit iibereinstimmt. Aber
auch diese Ubereinstimmung braucht nicht voll-
stindig zu sein, denn die Reaktionskraft enthélt
auller dem Energie verzehrenden, irreversiblen
Bestandteile noch andere, reversible!?, die sich im
Laufe der Bewegung herausmitteln. I£s geniigt
offenbar, wenn die irreversiblen Bestandteile in
erster Ndherung richtig herauskommen.

‘Wir miissen also von anderen Gesichtspunkten
ausgehen und werden die Frage der Quantisier-
barkeit unserer Gleichungen in den Vordergrund
stellen. Quantenbedingungen bedeuten Vertau-
schungsrelationen, und . Vertauschungsrelationen
entsprechen in der klassischen Theorie Poisson-
Klammern. Durch diese kann man bekanntlich die
Bewegungsgleichungen aus einer Hamilton-
schen Funktion ableiten. Wir stellen uns also die
Aufgabe, ein System von Poisson-Klammern
und eine Hamilton sche Funktion zu finden, so,
dafi die Bewegungsgleichungen den im Voran-
gehenden erhobenen Forderungen geniigen. Die
vorliegende Arbeit fiihrt dieses Programm auf
Grund einfacher Annahmen durch bis zur Auf-
stellung der Bewegungsgleichungen und einem
Ausblick auf die Form der Strahlungsreaktion.
Thre genaue Bestimmung erfordert sehr weit-
laufice Eliminationsrechnungen, wobei dann noch
die Abtrennung der reversiblen Bestandteile ein
Problem fiir sich bleibt. Wir begniigen uns daher
mit einer mehr physikalischen Betrachtung zur
Moglichkeit einer nicht-konservativen Quanten-
mechanik, die durch das Auftreten zweier Ge-

11 Bewegungsgleichungen eines Teilchens mit magne-
tischem Moment wurden schon von mehreren Autoren
aufgestellt. Unserm Problem am nichsten steht eine
Arbeit von H.J.Bhabha u. H C.Corben, Proc.
Roy. Soc. [London], Ser. A, 178, 273 [1941], in der die
Bewegungsgleichungen nur aus den Forderungen der
Erhaltung von Energie und Drehimpuls des Teilchens
und des Feldes, also unter Beriicksichtigung der
Strahlungsreaktion abgeleitet werden. Diese Autoren
rechnen jedoch mit einem — der Ladung nach punkt-
formigen — Teilchen, dem sie zusétzlich Trigheits-
moment und Drehimpuls beilegen. Sie haben daher,
wie in der Mechanik starrer Korper, von einer
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schwindigkeiten eine interessante, neue Gestalt
annimmt.

Man hiitte wohl kaum eine Handhabe, diese Auf-
gabe iiberhaupt anzugreifen, wenn nicht der enge
Zusammenhang zwischen unserem Problem und
der Diracschen Theorie vorlige. Er liefert vor
allem eine naheliegende Antwort auf die Frage,
welche lanonischen Variablen der Bildung der
Poisson-Klammern zugrunde gelegt werden
sollen. Unter einer P oisson-Klammer versteht
man bekanntlich folgendes: Gegeben sei ein
System von kanonischen Verinderlichen Dy Dps
4, ---qpund zwei Funktionen f und g dieser Ver-
adnderlichen. Dann ist® die P oisson-Klammer
von f und g:

7

o g If (79')
S N <A AR B I3
(f;g) = (gpk qu 991; P (2.1)
Insbesondere ist also
(i, 4°) =90} (2.2)

Im Gegensatz zu Vertauschungsrelationen, die
sich frei bilden lassen, setzt also die Bildung von
Poisson-Klammern ein System von kanoni-
schen Variablen voraus.

Wir stehen vor der Aufgabe, fiir den Vierer-
vektor j /|j| und den Momententensor M , Pois-
son-Klammern zu finden. Beide driicken sich
bilinear in Spinoren ¢,y aus: es ist z. B. (vergl.
die erstgenannte Arbeit von LLaporte u. Uhlen-
beck!)

j,'nz =Y, Y, S yANY IR (23)
Unter den ¢, 3, sind dabei zun#ichst Koordinaten-
funktionen verstanden; j ist eine rdumliche Dichte.
Es liegt nun sehr nahe, auch das klassische Elek-
tron einmal durch vier Spinoren ¢,, ¥,, x,, 7, und
ihre komplex Konjugierten ¢;, 3, x;, %, zu kenn-
zeichnen und diese, nicht mehr als Koordinaten-

Schwerpunkts- und einer Momentengleichung auszu-
gehen. Wir halten uns demgegeniiber genau an die
Variablen der Dir acschen Theorie, haben dement-
sprechend kein Trigheitsmoment des Teilchens, noch
auch den Drall als selbstindige Variable und kénnen
grundsitzlich alles auf eine Gleichung fiir die Schwer-
punktskoordinaten zuriickfiihren.

2 G.A.Schott, Philos. Mag. J. Sci. (6) 29, 49
[1915].

13 Wir definieren hier, um bei der Bildung von Be-
wegungsgleichungen die in der Quantenmechanik
iihliche Faktorenfolge zu haben, mit anderem Vorzei-
chen als iiblich.
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funktionen, sondern als zusétzliche Bewegungs-
parameter betrachtet, neben den gewdohnlichen
Koordinaten und Impulsen als kanonische Va-
riable einzufiihren. Es seien etwa ¢ und y kano-
nisch konjugiert, es gelte also

(o 1") =96,
a ” (2.4)

(Wja 1) = 6MV ’

wihrend alle iibrigen Klammern verschwinden.
Setzt man nun den Vektor j;, genau wie unter
(2.3) zusammen, so lassen sich sofort die Pois-
s on - Klammern seiner Komponenten bilden nach
der Formel

. Yr Yy, Yir Y,
(Jr'nk]{.z):Z ( 2 : - ; 0 : )
7w, It It Y,

+ ((77.;nk (7j{:z i ‘27.;;1) (2:5)
;Z (71/);' ; (717 ,7/_} 91/);‘
Dabei entsteht offenbar wieder ein bilinearer Aus-
druck; allgemein fithren P oisson-Klammern
zwischen bilinearen Grofien wieder auf bilineare.
Alle bilinearen Spinorkombinationen, die. so ent-
stehen, entsprechen aber Vektoren oder Tensoren
— es ist eine Besonderheit der Spinorrechnung,
daf auch die Invarianten und antisymmetrischen
Tensoren von gleicher Faktorenstufe wie die Vek-
toren sind —, man bleibt also mit der Bildung der
Poisson-Klammern bestindig innerhalb der
Gruppe der Welttensoren. Die Spinoren fallen
ganz dabei heraus; die Zuriickfiihrbarkeit der
Tensor- auf Spinorrelationen bedeutet nur eine
Einschréankung in den Moglichkeiten der ersteren.

Eine solche Einschriinkung ist erwiinscht, denn
ein System von Vertauschungsrelationen zwischen
Tensorkomponenten ist noch weitgehend frei wihl-
bar und keineswegs allein durch die relativisti-
sche Invarianz festgelegt. Fiir Spinoren 1. Stufe
lassen sich aber nur zwei invariante Systeme von
Poisson-Klammern bilden, und nur mit dem
System (2.4) bleibt man innerhalb der jund M,, .
Wir zeigen zunéchst die Invarianz. Seien V', ¥” die
Spinoren in einem bewegten System, so driickt
sich eine Lorentz-Transformation auf das
ruhende bekanntlich durch eine binéire Transfor-
mation '

_7~1.-, =l kyu=12 (2.6)

,
W =0, Wy
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mit der Koeffizientendeterminante | ¢ | =1 aus.
Dazu treten immer die komplex konjugierten For-
meln. Es ist also (beachte 41 = d,, 02 = — $,):

(" 2") = (' )
- (all Yy F Yoy Oy 7+ a-zzxz)
=0y, Oy (W1 71) + @y Gy (P, 25)
+ g @ (W, 20) + @y gy (W, 2,)
=—a, 6y (P, 1°) + ay, ay (9, 1)
— Oy Gy (W3 2°) + @y Gy (1Y)
=(a; ayp—0,a,) 1=1
W 2%)=—@' 1)
=—(a, Yy + A Py, Oy 2+ Gy L)
= ail (P, 20— @y @y (W, 25)
— Oy Oy (Yo 21) — af'z (s 75)
= (1%1 (Wl 12)_(111 Qo ("pl Zl)
+ a0, (W, 17— a1z (W, Zl) =0

usw., was zu beweisen war. Man sieht sofort, daf
kanonische Konjugation komplex konjugierter
Spinoren, etwa in der Form (¢, ¢1), nicht in
Frage kommt, denn die Transformationskoeffizien-
ten konjugiert-komplexer ¢ sind komplex konju-
giert zu denen der ¢ und bilden damit nicht die
Determinante 1. Dagegen wire es relativistisch
noch moglich, (¥, V) = (x*y¥) =8, zu ver-
langen und alle (¥y) verschwinden zu lassen.
Die hiermit zu bildenden P oisson-Klammern
fiihren aber, wie wir im 4. Abschnitt an einem
Beispiel zeigen werden, aus dem System der j- und
M-Komponenten heraus. Die Formeln (2.4) sind
also eindeutig ausgezeichnet, und wir wollen das
in Anbetracht ihrer besonderen mathematischen
Einfachheit zum Anlafl nehmen, die Theorie hier-
auf aufzubauen. Dieses Prinzip ist natiirlich rein
beuristisch; entscheidend ist, ob man damit bei
Wahl einer geeigneten Hamilton-Funktion
wirklich in erster Ndaherung die Bewegungsglei-
chung mit der Strahlungskraft fiir ein punktfor-
miges Teilchen wiederfindet.

3. Systematik der Tensoren

Hier wollen wir nun alle ins Spiel tretenden
Groflen mit ihren gegenseitigen Beziehungen in
Spinor-, Tensor- und Vektorform zusammenstellen.
Wir folgen dabei durchaus Laporteund Uhlen-
beck, denen wir uns auch in den Bezeichnungen
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anschliefen. Die Vierervektoren j und k werden
also in Spinor- und Tensorform.gleich geschrie-
ben, da sie sich durch die Anzahl der Indices
unterscheiden; den Momententensor schreiben wir
dagegen als Spinor mit kleinen, als Tensor mit
grofen Buchstaben, weil er in beiden Fillen zwei-
fach indiziert ist. Auch in der Metrik wollen wir
Laporte und Uhlenbeck folgen und die
Koeffizienten des Weltlinienelements g,, = g,,
=05, =1, g,, = —1 setzen. Wir verlassen da-
mit die in unsern fritheren Arbeiten benutzte
»pseudoeuklidische* Metrik, denn da wir schon
mit komplexen Spinoren rechnen wund spé-
ter Vertauschungsrelationen einzufiihren beab-
sichtigen, erscheint es wiinschenswert, einen wei-
teren Gebrauch der imaginiren Einheit zu ver-
meiden. Summationen iiber doppelte Indices gehen
bei Spinoren von 1 bis 2, bei Tensoren von 1 bis 4.
Aus den vier komplexen Spinoren ¢,, ¥,, %, %,
und ihren komplex Konjugierten kénnen wir nun
- bilden
I. die zwei Invarianten

Thre Real- und Imaginérteile heiflen
T AL H T I(A 4). (3.2
- 2 ( ) + ) LA '227 - . .

Die Invarianten sind auch die einzige Kennzahl
des antisymmetrischen Spinors zweiter Stufe:

v, ' — 1% =04
. S (3.3)
1/)’;1" ——Z;‘yj" = (5: A.
I1. Die beiden Vierervektoren
Jar =W+ o ke

(3.4)
by =ww— Lo Zo-

Sie stehen aufeinander senkrecht:

ke, j0% =0,

1 (3.5)

und ihre Quadrate driicken sich durch die A4 aus
(beachte ¢;4%=01):

7-,;' iol — 94 A = — ]L'o/‘, 102 (3.6)

[

Die beiden noch moglichen Kombinationen ¢
in y, £y in ¢, bilden iibrigens ein untereinander
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und zu j und k orthogonales Vektorenpaar. Man

kann so aus den vier Spinoren gerade ein ortho-

gonales Vierbein herstellen. — Endlich haben wir
III. den Momententensor

my =Lz +w)
(.7)
m, =— A

rs l'

(W, 2 +w1,) -

Die bei Laporte und Uhlenbeck als Faktor
stehende Lénge h/me (Compton- Wellenlinge)
ist hier durch den Buchstaben A ersetzt. Die In-
varianten des Tensors sind

My MP% =2 A 2A4%
i e B (3.8)
my;mee =2A4%4%,

und seine Verjiingung mit j liefert k¥ und umge-
kehrt:
].le. e *//".I*ks'lﬁ

i (3.9)

kO my; = — :.7;’_(,;14.

An dieser Stelle wollen wir uns auch iiber die
Dimension unserer neuen Variablen Rechenschaft
geben. Aus (3.7) folgt, da die Momente die Dimen-
sion Ladung mal Lange haben, fiir die Produkte
der ¢, x die Dimension Ladung. Die Invarianten I
und J haben also die Dimension einer Ladung.
Zufolge (3.4) miissen die ¢ und y dimensions-
gleich sein. Die Vektoren erscheinen also auch
unter der Dimension Ladung. Wir kénnen auch
hieraus schliefen, wie wir das schon in Ab-
schnitt 1 aus der Abzidhlung der unabhingigen
Verinderlichen gefolgert haben, dal im Rahmen
dieser Betrachtungen — anders als in der Wellen-
mechanik — nur die aus ihnen gebildeten Vierer-
geschwindigkeiten von Bedeutung sind.

Wir wollen nun die algebraischen Beziehungen
in Tensorschreibweise wiederholen. Zur Uber-
setzung dient das bekannte Schema der Vektoren

: 1. . . 1 . . .
7= Us i) =iy J' =5 Uiy —is) =Js

. i [ . . ) . .
= 27(72*1 —j =4, /= o Ui His) = —J,
(3.10)

nebst dem folgenden, bei Laporteund Uhlen-
beck nicht explicite angegebenen der antisym-
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metrischen Tensoren (der Stern deutet den dualen
Tensor an):

I .
M,=— 97 (myy—mjy) =i M
1 PR—
My = F (g — Mgy — gy & ) = M7
M, 1 : )=1M*
My =—4 (m11 +my +m,, + mzé) =M
(3.11)
M, = T (mJl +my —mg;) = — i M
1 -
M,= E(mu —my; + my,—my;) = —i M
- i M *
M= —— (myy+mj) =—iM;;.

Hiermit wollen wir zunéchst die beiden Invarian-
ten M, M#* und M} M®* von M durch I und J
ausdriicken. Durch Ausmultiplizieren nach (3.11)
ergibt sich mit Riicksicht auf (3.8) und (3.2):

-;—Mk]v[“'zzl 22— JY) iME ME—=4A42T).

(3.12)
Aus (3.6) wird nach (3.10) und (3.2):
—G =D+ =k, (319
und die Beziehungen (3.9) bedeuten
M =4 Jk
B —4J) (3.14)

was man durch Multxphkatlon mit M*st unter Be-
achtung von

M, Mbet= M* Mr= _:1f O (MFM) =it A2 1]

auch in
k,M* =iAljy,
M —iAlk, (3.15)
verwandeln kann. Damit haben wir die sieben Be-
dingungen, von denen in Abschnitt 1 die Rede
war, zusammengestellt: durch (3.12) werden die
Invarianten I und J, durch die erste Gl. (3.13)
die von j an die des Momententensors angeschlos-
sen, und (3.14) oder (3.15) driicken k durch j
und M aus.
Wir fiithren nun gemdl Abschnitt 1 die beiden
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Vierervektoren u und U ein und gehen zu Raum-
vektoren iiber. Zur Abkiirzung werde

I+ J?=1{? (3.16)
gesetzt, so daB | = |j| ist. Dann ist
w =il (3.17)
mit den Komponenten
v v/c P o "
Vieoje T Vi—ege
(3.18)
und
Ui=ki/l (3.19)
mit den Komponenten
1
n= %/,,c UVl=—r—————=—1,.
VV2/02‘“1 VV"’/CZ——I
(3.20)
Es gilt
GuU=viu=—lo g
Uj U=U*—Ul= +1
und wegen (3.5)
u; U =0 (8.22)

oder »¥/c2 —1 =0, worauf schon in Abschnitt 1
hingewiesen wurde. :
Endlich zerlegen wir den Momententensor in

das magnetische und elektrische Moment I und
P gemil 1

(M, M, MQI) =M (‘l[u M, M, 300) = L. (3.23)

237

Dann schreiben sich die Gl. (3.12)
—P2=A2(I2—JY) PM=—A1J,(3.24)

und die ersten Gl. (3.14), (3.15) gehen nach
Division durch [ mit Benutzung von (3.17),
(3.18) und Elimination der jeweils vierten iiber in

_%_ P 4+ [oM]/c —[oB]/e
c o Ple vM/e
Auf diese Weise driickt sich also die zugeord-

nete Geschwindigkeit durch die gewohnliche aus.
Zur Umkehrung der Formeln braucht man blof

. (3.25)

12 Tn den beiden vorangehenden Arbeiten haben wir

e
den Buchstaben $ zur Abkiirzung von p + A ver-

wendet. In der hier gebrauchten Bedeutung ist er
aber so geliufig, dal wir lieber die Abkiirzung ab-
indern wollen.
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¥ und v zu vertauschen, wie aus (3.14), (3.15)
unmittelbar zu ersehen ist.

Die GroBen I, P und v oder auch M,, und ui
sind nun also unsere neun Variablen neben den
Koordinaten und Impulsen. Es hleibt noch anzu-
merken, daf} sie noch einer invarianten Bindung
unterliegen. Wir haben ja alles aus vier komple-
xen Spinoren aufgebaut; es konnen also nur acht
GroBen wirklich unabhiingig sein. Die Invarian-
ten von j und M wurden schon beriicksichtigt; es
bleibt aber noch die von jM iibrig, das ist das
Quadrat von (3.14), und dies fiihrt in der Tat
wegen der zweiten Hilfte der Gleichung (3.13)
auf j2 zuriick. In Raumvektoren lautet die Be-
ziehung

(B + [0M]/c)2— (Bo/e)® = 1°.)* (1 - fz ) . (3.26)

Dies wird also immer ein partikulires Integral
unserer Bewegungsgleichungen sein. Weitere In-
varianten lassen sich aus j und M nicht bilden,
denn Produkte von mehr als zwei gleichen anti-
symmetrischen Tensoren lassen sich immer auf
Ausdriicke mit einem oder zwei Faktoren zu-
riickfiihren .

4. Die Poisson-Klammern

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir zur
Bildung der Poisson-Klammern iibergehen.
Den Ansatz dazu kénnen wir noch ein wenig er-
weitern, indem wir annehmen, dafl die Formeln
(2.4) bzw. (2.5) nur fiir gewisse urspriingliche
Spinoren ¢, x, gelten, von denen sich die ¢, x

noch um einen Faktor unterscheiden. Es sei also
(W, 7)=0," Tef?

= al ) (4.1)

(w‘(l Zv) e 6‘[01, Te— ¢ 0

und alle iibrigen Klammern Null. Wir haben den
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Faktor komplex angesetzt, weil die Spinoren
komplex sind, und er wird sich sogar als rein
imaginir herausstellen. Das hat nichts mit dem
Auftreten der imaginiren Einheit in den Ver-
tauschungsrelationen zu tun. Wir treiben hier
klassische Theorie, und die Poisson-Klam-
mern der reellen Tensoren miissen demgeméaf
durchweg reell werden. Das ist auch der Fall,
denn in Formel (2.5), in der man sich jetzt die
¥, %, an Stelle der ¢, x zu denken hat, gehen ja
diese und ihre komplex Konjugierten symmetrisch
ein.

Mit dem Ubergange von (2.4) zu (4.1) nehmen
die beiden Summen in (2.5) den Faktor I'e bzw.
I'e—% an. Solange wir es nur mit den bilinearen
Ausdriicken zu tun haben, konnen wir diese For-
mel auch ganz beiseite lassen und mit (4.1) wie
mit Vertauschungsrelationen rechnen. Wir wer-
den auch GriéBen, deren Poisson-Klammern
verschwinden, wie in der Quantenmechanik als
vertauschbar bezeichnen. — Bei den folgenden
Umformungen sind die leicht zu beweisenden
Regeln

Fu v ) =@, 2"
. i (4.2)
(Z;L 1/)v.) == (1/'"41 Zl’)

und die bekannte Formel 'P;,Z;' =_wu7* sowie
die daraus folgende v w4=0 mit ihren Konjugier-
ten hiufig anzuwenden.

Vertauschbar sind offenbar die 4 und 4 von
(8.1), weil die ¢, x und ihre komplex Konjugier-
ten es sind; daher sind auch die Invarianten I
und J vertauschbar. Die Berechnung der iibrigen
Kombinationen vereinfacht sich sehr, wenn man
mit denen der Momente untereinander beginnt,
weil sie zu einer bestimmten, vereinfachenden
Wahl der Phase ¢ in (4.1) Anlall geben. Wir
bilden also

(m!‘ va 0): —A® (wﬂ Ly +Z[uw'ua'l/’0 ZO +10w0)

=—A2Te Yu 0,° 70+ 1,0,°% w9+ usw.

(4.3)

; . \
= i AT, my,° +0,%m,° +6,%m° + 0,° m,

nebst dem konjugierten Ausdruck, der dadurch entsteht, dal man die Indices punktiert und ¢ in

—i verwandelt. Nun ist nach (3.11) z.B.

18 W.Wessel, Z. Physik 110, 625 [1938], Schlullabschnitt.
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1
16 ¢

1 ,
=— 37 {(mu m,,) — (my; méé)}

W. WESSEL

(M, — my; — mgy + mys, My + My A+ My, + M)

= — 78{&'* {(m11 mt) — (m;; ?Ilii)} .

Zufolge (4.3) ist aber
(m,, m!")y =41 I'A ¢

(my; mil)= —4id T e

und folglich

[a——ry

(M M,)=—AT {7 (m, + my;) cos 0+ % (m,y — m;,) sin (5}

=—A7T {Mm sin 0 + i M7, cos 61 .

Diese Poisson-Klammer fiir das magnetische
Moment mit ihren zyklisch zu erginzendei ent-

spricht gerade der fiir einen Drehimpuls d,, gel
tenden

(d23 d31) = d12 usw. (4.7)
wenn man cos ¢ = 0 setzt. Da man sich bei einem
negativen Elektron das magnctische Moment dem
Eigendrehimpuls entgegengesetzt gerichtet vorzu-
stellen hat, werden wir es so einrichten, daf

(My M,)=+T4 M, (4.8)
wird. Demgemafl haben wir
0=—m/2° (4.9

zu setzen. Die Fundamentalrelationen (4.1) gehen
damit iiber in

v

A
(WM Z).’ == 'Té‘”
. (4.10)

(war)=—7 %"

Aus einem Vergleich von (4.7) und (4.8) kon-
nen wir auf die Dimension von I' schliefen, wenn
wir iiber die noch unbestimmt gelassene unserer
Yo %o SO verfiigen, daB sich die Bewegungsglei-
chungen alle einheitlich in der gewohnten Form
durch Bildung der Poisson-Klammern der be-
treffenden Verinderlichenmitder Hamiltonschen
Funktion ableiten lassen. Dann nimmt AT die
Dimension magnetisches Moment: Drehimpuls an,
und da A die einer Léinge, das Moment die

(4.4)
ml—llel7 ”)m2
) (4.5)
ml— 42'/11’6*”57)12»
(4.6)

J

Dimension Ladung mal L&énge und der Dreh-
impuls die einer Wirkung hat, folgt fiir I':

[ I'] = Ladung/Wirkung (4.11)
Man kann auch schliefen: Die Dimension des
Produktes der ¢, %, nach denen in (4.10) dif-
ferentiiert zu denken ist, mufl auf Grund der
eben erhobenen Forderung die eines Produktes
von Impulsen und Koordinaten, also einer Wir-
kung, sein, und da die ¢, x-Produkte nach dem
frither Gesagten Ladungen entsprechen, folgt aus
(4.10) fiir I wieder die Dimension Ladung: Wir-
kung.

Hiernach gehen wir zum systematischen Auf-
bau sdmtlicher moglichen P o1isson-Klammern
iiber. Die Vertauschbarkeit der Invarianten I und
J wurde schon festgestellt. Es folgt die Kombi-
nation Invarianten und Vektoren. Wir haben z.B.

( mn ) (wr'nwn + xrhln ’ W; Z;')

= ('/ ;nwn L w‘ x).) - (77;17n 1 w/.Zl)
R, I (4.12)
= lwmwn_y 7::! kmn
oder, da man hier offenbar gleich von den Spino-
ren auf die Vektoren schliefen kann:

=" ¥
usw. und schliefilich
G 1)=0 (J)=—1TF

(4.13)

#D=0 (#J)=—Tj.
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I ist also auch mit den Vektoren vertauschbar.
An dieser Stelle sei angemerkt, dall man mit den
am Schlusse von Abschnitt 2 erwdhnten Pois-
son-Klammern erhalten wiirde

Upn D =— .20+ 2,0,

das ist einer der im Anschlufl an (3.6) genannten,
auf j und k senkrechten Vektoren, denen keine
bekannte Bedeutung zukommt.
Die Velctoren untereinander bilden
I'y

(%, , = ra 15,,8 (%‘,,Zr' — X y")

—0; (w1 —1, w")} NG

Hier treten die unter (3.3) erwidhnten antisym-
metrischen Spinoren auf; wir haben also

(k,

. T . )

s 1) = —i—é,f 0.r(4—A)=—2 IrJar (5’-“’ .

(4.15)

Bei der Umrechnung auf die j, k hebt sich der
Faktor —2, und es wird

(k jy=0d2TJ. (4.16)
Die Kombination der Vekitorkomponenten unter-
einander verlduft ganz dhnlich und ergibt
(k; k) = ;f M, =—0G7)- (4.17)
Unser urspriinglich nur unter dem Gesichts-
punkte mathematischer Einfachheit gew&hlter An-
satz bringt uns hier wieder in befriedigenden Ein-
klang mit der Dir acschen Theorie, in der, nach
Laporte und Uhlenbeck, die rdumlichen
Komponenten der k, dem mechanischen Dreh-
impuls des Elektrons entsprechen: zwar ist nicht,
weil aus Transformationsgriinden nicht moglich,
(k,, k,) ~ kg, wohl aber
ke, Iy} = = M. . (4.18)
A
d. h. der Komponente des magnetischen Moments
in der Richtung von k, proportional.

Die noch ausstehenden Kombinationen der
Momente mit den iibrigen Gréflen konnen wir
nun unter Vermeidung der Spinorrechnung sehr
einfach bilden, indem wir nach (4.17) die Mo-
mente durch die (¢ k) oder (j,j,) ausdriicken.
Die Momente und Invarianten bilden so: erstens,
da I mit simtlichen Vektoren vertauschbar ist,
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IM,)=0 (4.19)
und zweitens, unter Anwendung der, Jakobi-
schen Identitét,

M) =4 (J (%, kk))

— ,;17 {(L, W /»',-)) + (/{i (%, ]))} (4.20)

. .\ )
=4 {&, ) — 1)}
=—4 f'](gki—gik):()'

Die Momenie und Invarianten sind also durch-
weg vertauschbar. Die Invariante I ist uiberhaupt
mit allen Griofen vertauschbar und folglich eine
Konstante der Bewegung.

Bei der Kombination der Momente und Vek-
toren driicken wir M,, gegeniiber j durch (%, 4,),
gegeniiber k durch (j; j,) aus und finden so, wie-
der unter Anwendung der Jakobischen Iden-
titat, '

(M k=4 T{(si' k,—0 A’]sl.}
(M, =4 T3, — 05}

Schliellich ergibt sich ganz dhnlich, unter Heran-
ziehung der eben gewonnenen Formeln, fiir die
Momentkomponenten:

(4.21)

(M, Mro) = AD {37 Mo — 8,7 Mo — 8 My
+ (SkaJ[i" ,(4.‘22)

wovon (4.8) bereits ein spezieller Fall war.

Alle diese Verinderlichen sollen zu den Lagen-
koordinaten und Impulsen hinzutreten und mit
thnen wuneingeschrinkt vertauschbar sein. Die
Formel (2.5) ist dementsprechend noch durch
eine Summe erginzt zu denken, in der nach den
Py q° differentiiert wird.

5. Die Poisson-Klammern der u, U
und M,,

Die Vierervektoren j und k sind, wie mehr-
fach betont wurde, im Rahmen unserer Betrach-
tungen nur Hilfsgrofen, von denen bloB die ,,Ein-
heitsvektoren* u,=j,/j/|j| und U,=k, /| k| Bedeu-
tung haben. Wir kommen nun zu den endgiiltigen
Beziehungen. Zu ihnen gehéren aus dem Voran-
gehenden schon die von den j und k freien Pois-
son- Klammern (4.22) der Momente unterein-
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ander, die wir daher hier, in It und P geschrie-
ben, noch einmal zusammenstellen:

(@, M) = LAM, = — (B, By)

(ml sBz) =TA §B3
(ml S131) = (sz ng) = (Ema g/]33) =0
Die ersten drei sind durch zyklische Vertau-
schung der Indices zu erginzen. Durch einfache
Division mit ! sind auch die Beziehungen (3.14)

und (3.15) ohne weiteres auf die u, U, umzu-
rechnen:

(5.1)

w M, .
UM,

:/1'.] [JYS
=AJ u,

w M =idJ U (5.2)
UM =idJu,

Um die Poisson-Klammern der u,, U, zu bil-
den, miissen wir jetzt auf die (mit den Faktoren
I'/i und —T/i erginzte) Differentiationsformel
(2.5) zuriickgreifen. Danach ist, wenn X irgend-

eine der vorkommenden GroBen bedeutet, mit
Riicksicht auf die Definition (3.16) von I:
1 1
b ) ([X) 71( )HJX) (z)
= (J X), (5.3)

da I mit allen Gréflen vertauschbar ist. Es folgt

; 1 .. 1
(4, X) = (— X) =7 GiX+i, (%)
J (5.4)
= G0 — i X)
oder
(u, X) = 11(7 X)— Iu [(JX)
1 J (5.5)
(U, X) =7 kX)) — 7z UJ X).

Fir X = J ist z. B. wegen (4.13)

(u, J)=
(U .]) =

I,

5.6
—1'g, . 8
Weiter hat man d1e (v; j,), (4; k) usw. zu bil-
den, um dann zu den (x, ) (u; U) und (U, U)

tiberzugehen. Wir geben gleich d1e Endformeln

W. WESSEL

Y

1
—U,u) I M

ik

JTI
(u “A)—T(U u,

JI — A )
(v, U)=— 2 lgzk + (w,u, — U, Uk)}
=—(Uu) .

Endlich sind noch nach dem gleichen Verfahren
zu bilden

WM)=— T4 {0, v, — 0/ u} 55

(UM, = — T4 {81 U, — 9, U).

Von besonderer Einfachheit und besonderem
Interesse werden nun die P oisson-Klammern
der Komponenten von d und LB. Wir haben zu-
néchst zu bilden

v, v, w, u,
(77) ~{ml
(u W g (), (g w) 0 (w, u,)} (5-9)

und

(;?) - ({%) (,)* (U)2

—u, Uy (U ) — U,y (U ) + Uy (U ”4)} .
(5-10)

Beim Einsetzen der Ausdriicke (5.7) heben sich
die runden Klammern jeweils zyklisch heraus,
und es bleibt, wenn man noch (5.2) heranzieht,

{4, U, (U, )

V., v, CJ 1 V, v
R B

v, v\ LU T 511
(c c)_ 17(:#)3?— ¢
([/IV?)__ p L _ut v

c cl! T (U ¢

Die erste dieser Formeln wiederholen wir der
Deutlichkeit halber noch einmal fiir die Indices 1
und 2 unter Einfithrung von u, und U, nach
(3.18) und (3.20) und formaler Symmetrisierung
der rechten Seite:

(Vz vx) —

Jy/ TV o1
[FV?“I Vl_? 5 (Vo +0,73).

(5.12)
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Diese Poisson-Klammer bildet nédmlich, im
Rahmen der klassischen Theorie, die Auflésung
des Widerspruchs, auf den wir am Schlusse der
vorangehenden Arbeit gefithrt wurden, als wir
Vertauschungsrelationen aufzustellen versuchten,
die mit den Beyvegungsgleichungen eines punkt-
formigen Teilchens unter dem Einflusse der
Strahlungskraft vereinbar sein sollten. Wir fan-
den dort unter (31):

Der Faktor i entspricht hier der Vertauschungs-
relation; y ist die Feinstrukturkonstante, und das
Zeichen — bedeutet, dafl die rechte und die linke
Seite aus Griinden ihrer entgegengesetzten Sym-
metrie nicht einander gleichgesetzt werden konn-
ten. Eine solche Symmetrieschwierigkeit kann in
unsern durch einheitliche Differentiation herge-
leiteten P oisson-Klammern natiirlich niemals
auftreten, und man sieht, daf} sie sich unter Auf-
rechterhaltung der engsten Analogie hebt, wenn
man die der versuchten Vertauschungsrelation
entsprechende P 0is s on-Klammer nicht mit den
Komponenten der Geschwindigkeit unter sich,
sondern mit ihnen und denen der ihnen nach
(3.25) zugeordneten Geschwindigkeit bildet. Die
Einfiihrung der Momente erlaubt alSo tatséch-
lich, diese fundamentale Schwierigkeit wenigstens
im Bereich der Poisson-Klammern zu be-
heben. — Die Poisson-Klammern der b- und
B-Komponenten unter sich miissen natiirlich
wesentlich anders lauten als die friiheren, wider-
spruchsvollen Vertauschungsrelationen.

Formel (5.12) gewinnt noch dadurch an Inter-
esse, daB die Analogie mit (5.13) offenbar dann
— und nur dann — hesonders eng wird, wenn b
und ¥ moglichst gleich werden. Da sie durch die
Bedingung (1.2) aneinander gebunden sind, be-
deutet das, daB sie parallel und beide nahe
gleich der Lichtgeschwindigkeit sein miissen, wo-
bei dann ¥ ebensoweit d r, wie'b darunter
liegen muf. In diesem Falle stimmt auch das
Produkt der Wurzeln in (5.12) mit dem Fak-
tor 1 —w2/c? der rechten Seite von (5.13) in erster
Niherung iiberein. Nun geht die ganze Tendenz
der Bewegung, wie wir schon in der ersten Arbeit
zu diesem Gegenstande zeigten, dahin, die Ge-
schwindigkeit sehr schnell der Lichtgeschwindig-
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keit entgegen wachsen zu lassen. Dies entspricht
wieder ganz den Verhéltnissen in der Dirac-
schen Theorie, wo das Teilchen bekanntlich eine
hochfrequente ,,Zitterbewegung® mit Lichtge-
schwindigkeit um den langsamer fortschreitenden
Schwerpunkt ausfiihrt. Die Aussicht, diesem noch
so wenig geklirten Vorgange wenigstens mit
einer klassischen Theorie niher zu kommen,
wird leider dadurch getriibt, daf hier der Bewe-
gungsablauf uniibersehbar von den zahlreichen,
willkiirlichen Anfangsbedingungen der vielen
Variablen abhéngt. Hier miissen eben doch die
Quantenbedingungen eingreifen. Ohne diese 140t
sich auch der Faktor I'J/I2 in (5.12) nicht an-
geben. Er darf, auch wenn man (5.12) als Ver-
tauschungsrelation versteht und einen Faktor h
ergidnzt, nicht etwa durch den Faktor 3/2y von
(5.13) ersetzt werden, weil J und ! nicht mit
allen Grofen vertauschbar und daher keine Be-
wegungskonstanten sind. Jedenfalls entspricht er
wegen der Kleinheit von y einem ,,groflen* Fak-
tor. d. h. die v, V, sind im wesentlichen anfi-
kommutativ.

6. Hamilton-Funktion und Bewe-
gungsgleichungen

Nachdem wir uns in den vorangehenden Ab-
schnitten ein System von relativistisch kovarian-
ten P oisson-Klammern verschafft haben, kon-
nen wir nun nach Vorgabe einer Hamilton-
schen Tunktion H nach der Formel

dX
= HX)

(6.1)
fiir alle vorkommenden Grofien X ein System von
ebenfalls kovarianten Bewegungsgleichungen ab-
leiten. Wollen wir nach der Eigenzeit v differen-
tiieren, so haben wir nur geméafl

H2 dt
PR VA Ty dt= 10

(6.2
ut )

alle Gleichungen mit u* zu multiplizieren. Am
bequemsten schreiben sie sich mit Benutzung des

‘Weltlinienelementes
ds=cdr. (6.3)

Wir werden die Differentiation nach der Zeit
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durch einen Punkt, die nach dem Linienelement
durch einen Strich andeuten®®.

Die Konstruktion der Hamilton-Funktion
verlduft zwangliufig, wenn man weiterhin b als
Geschwindigkeit im gewohnlichen Sinne auffaflit.
Es muf dann fiir die Koordinaten z¢ (i =1, 2, 3)
gelten

JH

2= (H z') = =,

(7]) (6' 1)

Da p und b voneinander unabhingig sind, kann
infolgedessen H nur die Form pb zuziiglich eines
von p unabhingigen Ausdruckes haben. Wegen
seiner Bedeutung als einer Energie mufl dann

pw=putput=—mc (6.5)

eine Invariante sein, wobei m die Natur einer
Masse hat. Daraus ergibt sich schon, dal H, so-
weit nur kinetische Energie in Frage kommt, die
Form

2
H:cp“:—c]%:pn—{——’%fv (6.6)
haben mufl; das ist wieder die Dir ac sche Form.
Die Einfiihrung &uferer, durch ein Vektorpoten-
tial A und ein skalares Potential V gekennzeich-
neter Krifte hat nun so zu erfolgen, daf hei Weg-
lassen der Strahlungskraft die gewohnlichen Be-
wegungsgleichungen einer Punktladung resultie-
ren. Der vorangehenden Arbeit zufolge — Gl. (6)
und (8)5 — bleiben die der Koordinaten und Im-
pulse von der Strahlungskraft iiberhaupt unbe-
einflufit; ihre Einfiihrung erfolgt in der gewohn-
ten Weise dadurch, daB man p und p* durch

g =p + X
T (6.7)
gt =p*+ " V
ersetzt. An Stelle der Gl. (6.5) tritt dann
g,W=—mec. (6.8)

Wir wollen auch, zunichst nur der Abkiirzung
halber, fiir die mit den Ui gebildete Invariante
eine entsprechende Bezeichnung einfiihren durch

9, Ul =—Mec.

Die beiden Gleichungen sind ganz verschieden zu

(6.9)

16 Man wolle einen mehrmaligen Wechsel der Be-
zeichnung entschuldigen: in der Zuschrift an ,die
Naturwissenschaften” bezog sich der Punkt, in der
vorangehenden Arbeit der Strich auf die Eigenzeit.
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verstehen: (6.8) ist bei gegebenem m eine Defini-
tionsgleichung fiir p,, umgekehrt (6.9)- bei ge-
gebenem p, eine solche fiir M. Fiir H = cp* er-
gibt sich nun aus (6.8)

H=gv—

m c?
eV + g (6.10)
woraus durch Poisson-Klammer-Bildung nach
Impulsen in Ubereinstimmung mit der voran-
gehenden Arbeit

. J v
p,=(Hp)=— o e(ﬁ[T_*l') (6.11)
und weiter mit Einftihrung des Feldtensors F,,
der &uleren Krafte

(6.12)
(vt =¢) oder

gl =— = Fut (6.13)
hervorgehen; das sind die gewohnlichen Glei-
chungen. Daf} sie auch in der Dir acschen Theo-
rie gelten, wurde zum ersten Male von Fock?’
gezeigt.

Die b, M, B sollten mit den Koordinaten und
Impulsen vertauschbar sein. Sie sprechen dann
bei der Poisson-Klammern-Bildung mit H
lediglich auf b, u* und m an. Wir konnen ndm-
lich noch zulassen, dal m von den Invarianten I
und J, d.h. wegen der Konstanz von I wesent-
lich nur von J, abhingt, und werden das natiirlich
tun, nachdem wir in der vorangehenden Arbeit
die emittierte Energie in der Ruhmasse mitgezéhlt
und diesedadurch zeitveridnderlich gemachthaben.

Fiir die Ausrechnung der Bewegungsgleichun-
gen nach (6.1) ist im vorangehenden Abschnitte
alles zusammengestellt, so dafl wir uns begniigen
konnen, die Resultate anzugeben. Sie lauten

I. fiir die Invarianten:

I'=0 J=IMec. (6.14)
II. fiir die Vierervektoren:
u/ == /I {mc U,— Mew,——59' M, }
+IU om ¢ (6.15)
ioaJ
’ J om c
U/ = imcn——llcU—(]i—{-l’l YA

17 V.Fock, Z. Physik 55, 127, [1929].
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III. fiir den Momententensor:
J”i/k ——TA {qt U, — g, ui} . (6.16)
Die erste Gleichung (6.15) tritt also an Stelle der

Gl. (7) der vorangehenden Arbeit, die in unsern
jetzigen Bezeichnungen

c
’ f o\
2 mceu,; gi‘

P T o (6.17)

lautet; die zweite Gleichung (6.15) ist nur eine

Folge der ersten auf Grund von (5.2). Es ist aber .

bequem, die Gleichungen nebeneinander zu be-
nutzen; (5.2) erscheint dann als ein partikulidres
Integral. Wir fiigen noch hinzu die Gleichung
der gewohnlichen Theorie ohne Strahlungskraft

meu,=4g,. (6.18)

Thr Bestehen ist bekanntlich wesentlich fiir das .

Bestehen des Drehimpulssatzes. In einem Zen-
tralfelde wird g=9p und die Anderung von P
parallel dem Radiusvektor 1, daher

d[rp]

L —upl, (6.19)

ds

und das verschwindet nach (6.18). Es verschwin-
det aber nicht nach (6.17), sondern geht iiber in
2 ¢?

R

il Sl 8 B 6.20
ds 3¢ (6.20)

die Strahlungskraft verletzt den Drehimpulssatz.
In unserer neuen Theorie tritt er aber wieder in
Kraft fir die Summe von Bahndrehimpuls und
Spin, hier vertreten durch das negative magne-
tische Moment. In der Tat gilt nach (6.16) fiir
A=0,g=1p:

am

—d—szl’A[pu];

daher ist jetzt, da (6.10) und (6.19) fortbestehen,
nach (6.19) und (6.21)

; m
Iz[fp]—le

(6.21)

(6.22)

zeitlich konstant. Dies Ergebnis ist unabhéngig
von der Form der Funktion m(J).

7. Das Auftreten der Strahlungskraft

Unserem Plane gemaB hétten wir nun alle Ver-

#nderlichen bis auf die Lagenkoordinaten und -

ihre Ableitungen zu eliminieren und zu versuchen,
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die Funktion m(J) und die Konstante I so zu be-
stimmen, daB in erster Naherung die Bewegungs-
gleichung fiir ein punktférmiges Teilchen mit der
Strahlungskraft
2

8= ‘25—80 (u — u, (@)*) (7.1)
herauskommt. [Hier und weiterhin lassen wir bei
Produkten von zwei Vierervektoren zur Abkiir-
zung und leichteren Lesbarkeit die Indices weg,
schreiben also ()2 und gU statt w,u? und g, U
usw.] Wir haben dieses Problem der mathemati-
schen Schwierigkeiten halber zunichst einmal fiir
den Fall verschwindender dullerer Krifte (/);)
durchgerechnet. Der Ausdruck fiir die Strahlungs-
kraft mufl auch dann bestehen bleiben, weil er
von den F;, nicht direkt, sondern nur durch die
u’, 4 abhéingt. Das Ergebnis ist, wie vorauszu-
sehen war, dall man mit der einen Funktion m(J)
schon dann nicht alle Bedingungen erfiillen kann.
Es miiBten mindestens gewisse Griofenordnungs-
beziehungen erfiillt sein, iiber deren Zutreffen
nur sehr eingehende Rechnungen mit Beriick-
sichtigung der F';, Auskunft geben kénnten. Nun
ist nicht anzunehmen, daf sich die I.gsung eines
so grundsétzlichen Problems hinter solchen Kom-
plikationen verbirgt. Wir mochten sie vielmehr
in einer ganz anderen Richtung suchen. In der
vorangehenden Arbeit wurde die Bewegung kon-
servativ gemacht, indem man die Ruhmasse nach
dem Gesetz

2 ¢?

m = - — (u)?

5 (7.2)
zunehmen lief und in der Bewegungsgleichung
(mcu;)’ statt men;/ schrieb. Dieser Kunstgriff
war in Punkt 1 der Einleitung gemeint. In der
vorliegenden Fassung der Theorie ist die Kon-
stanz der Hamilton-Funktion unabhéngig da-
von gewahrt, weil die Bewegungsgleichungen aus
ihr abgeleitet werden. Dafiir haben wir jetzt
durch das Vorhandensein zweier Geschwindigkei-
ten zwei Grofen m und M von der Natur einer
Masse, und es liegt nahe, wn wieder konstant zu
halten und dafiir nach der Verinderlichkeit von
M zu fragen, in der Erwartung, die emittierte
Energie dort wiederzufinden. Man hiitte dann eine
reinliche Scheidung zwischen Ruhmasse m und
Feldenergie Mc2. Konstanz von m bedeutet, da m
nur iiber J von der Zeit abhéingt, 3m/dJ = 0 in
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den Gl. (6.15), und nun besteht folgender Zu-

sammenhang: aus

U/ =§ {m cu,—Mc U, — 9[} (7.8)
folgt einerseits, nach (6.8) und (6.9),

U'=— L Sme)2— (Me)* + g2, (74
gE==FEE T i
anderseits aber auch wegen u2 = —1, U2 = —+1,

uU = 0 nach den ndmlichen Formeln
. 1'\? ) i
(U= (Tf) {(mc)*— (Me)* + g%} (7.5)
folglich ist
J
gU =— 5 U (7.6)
Nun ist nach der Definition (6.9)
Me=—gU —g U, (7.7)
also nach (6.13) und (7.6)
i’ — J "2 4 14 Ti '3
M = Te (U"*+ o F., Utu®, (7.8)

Das wire gerade in Ubereinstimmung mit (7.2),
wenn u, ¥ an Stelle von U, U’ stinde (beachte
F,, uiu* =0) und

2 e?

J=——1T 7.9
]301 (:5)

gesetzt werden konnte, und beides trifft bis zu
einem gewissen Grade zu. Einerseits geht niam-
lich, wie schon am Schlusse des 5. Abschnittes
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bemerkt wurde, die Bewegungstendenz dahin, dafl
B und v, daher auch U; und u, einander gleich
werden. Allerdings geht das auf Kosten ihrer
Endlichkeit, so daB der Grenzwert von F,, Uiuk
auch von Null verschieden sein kénnte. Anderseits
gilt fiir J die Bewegungsgleichung (6.14)

J=IMe. (7.10)

‘Wenn also M von Null beginnen wiirde, so wire
wenigstens in der Anfangsphase J = constans,
wie (7.9) verlangt. Die Sache wére dann so aufzu-
fassen, dafl die Hamilt o nsche Funktion H nicht
die Energie des Teilchens, sondern eine passend
als Termwert zu bezeichnende Grofe wire, wih-
rend die Energie durch denselben Ausdruck mit
m—DM, also durch

(m— M) ¢*

ut

E:gn—eV+ (7.11)

gegeben wire, denn das geht im Ruhsystem des
Teilchens (b =0, u*=1) bis auf Energie der
Lage in (m— M)c? iiber.

Ein vollstindiger Beweis dieser letzten Ver-
mutungen wére-wohl recht schwierig und als rein
klassischer Tatbestand auch wenig weittragend.
Es moge daher einstweilen geniigen, festzustellen,
daB wir mit der jetzigen, widerspruchsfreien Fas-
sung der Theorie dem alten Ausgangspunkte jeden-
falls sehr nahe geblieben sind. Die weiteren Uber-
legungen sollten sich vielmehr der Quantisierung
zuwenden, womit sich auch die Konstante I' be-
stimmen miilite. Unsere Theorie ist durch thre voll-
stindige Begriindung auf Poisson-Klammern
ganz auf diesen Schritt hin angelegt. Die Ver-
wandlung der Klammern in Vertauschungsrela-
tionen erfordert aber wegen der notigen Symmetri-
sierungen und anderer Verallgemeinerungen noch
eine besondere Untersuchung.



